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Франц Герман 
 

Теория конкурентных прямых Паскаля 
(реферат диссертации) 

 

1. Введение 

 

 Одной из самых ключевых, и, возможно, самой красивой теоремой проективной 

геометрии, является теорема Паскаля. Написана не одна сотня работ посвящѐнных 

геометрическим исследованиям, связанным с этой теоремой. И, наверное, ни один из 

выдающихся геометров прошлого столетия не обошѐл своим вниманием теорему 

Паскаля. 

 Формулировка теоремы красива и лаконична. Удивительно то, что теорема 

Паскаля почему-то не была открыта древними математиками, такими как Эвклид, 

Пифагор, Птолемей и др., хотя частный еѐ случай – теорема Паппа – был уже известен в 

III веке. Но это уже вопрос истории науки. 

 Одной из проблем, связанных с теоремой Паскаля, посвящена и данная работа. 

Упоминания об этой проблеме можно встретить во многих книгах по геометрии и 

математических энциклопедиях. 

 Суть проблемы проста. Если на произвольной конике взято шесть точек, то 

соединить их в замкнутый шестиугольник возможно 60-ю различными способами (см. 

Приложение 2). Для каждого такого шестиугольника существует своя прямая Паскаля, 

определяемая теоремой Паскаля. Множество всех прямых Паскаля образуют сложную 

конфигурацию взаимных пересечений. Существуют точки, где пересекаются по три и 

по четыре прямых Паскаля. Отысканию этих точек и посвящена данная работа. 

 Известные геометры прошлого века Я. Штейнер, Ю. Плюккер, Л. Гессе, Т. 

Киркман и др. более 20 лет занимались этой проблемой. Штейнер нашѐл 20 точек, где 

пересекаются по три прямые Паскаля, а спустя 21 год Киркман отыскал ещѐ 60 таких 

точек, но вопрос оставался открытым до наших дней: существуют ли ещѐ конкурентные 

прямые Паскаля? 

 В данной работе мы покажем, как можно было бы решить эту проблему в наше 

время, используя современный математический аппарат теории множеств, теории 

алгебраических подстановок и теории графов. 

 В заключении мы попробуем провести анализ и пофантазировать на тему, 

почему Якоб Штейнер нашѐл только 20 точек. 

 

2. Некоторые вспомогательные сведения 

 

 Для простоты и наглядности иллюстраций в качестве образа произвольной 

коники ниже будем использовать окружность, с расположенными на ней шестью 

точками. Точки будем обозначать для общности через    , , , , , a i 654321 . 

 

       ia  

 

          q , ... ,q ,q K 1521  

 

       jq )( kiaa ; 

 

Pис.1 
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 Объектом нашего исследования также будет множество K сторон (рѐбер) 

полного графа 6K  (Рис. 1). 

 Для элементов множества K будем использовать операции теории множеств: 

 

1.   - пересечение 

2.   - объединение 

3.  \ - разность 

4.   - симметрическая разность 

 

Напомним основные равенства для этих операций: 

 

 1.   AAA  ; 

 2.   AA  0 ; 

 3.   AAA  ; 

 4.   AA  0 ; 

 5.   0A \ A ; 

 6.   0A  A ; 

 7.   A  BB  A  ; 

 8.   A  BB  A  ; 

 9.   )  (     )  ( CBACBA   ; 

 10.  )  (     )  ( CBACBA  ; 

 11. ) (  )  ( )  (  CABACBA  ; 

 12. ) (  )  ( )  (  CABACBA  ; 

 13. )  ( \ )  (    BABABA  ; 

 

 Равенство 13 является определением симметрической разности. 

 Проиллюстрируем некоторые из этих правил. Пустым множеством в данном 

случае будет коника с шестью точками, т.е. 

 

 
 

 

Пусть   :K1       ,   :K 2       , 

 

 

 

тогда 0  21  KK ; 

 

321 KK  K  , 3K :  

 

213 KK \ K  . 

 

      Рис.2 

 

 

0: 
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3. Теорема о циклических шестиугольниках 

 

 Множество всех замкнутых шестиугольников обозначим через 

  , ... , A, A AA 6021  (Приложение 2). 

 Покажем все варианты расположения трѐх отрезков (сторон шестиугольника) на 

конике, не имеющих общих граничных точек. Для вычисления числа вариантов V 

воспользуемся формулой (п1) (Приложение 1). Здесь 36  k  ,n . 
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 Обозначим их через iK , как подмножества полного множества K. 

 

  1K   2K   3K   4K   5K  

 

 

 

 

  6K   7K   8K   9K   10K  

 

 

 

 

  11K   12K   13K   14K   15K  

 

 

 

 

Pис.3 

 

 Очевидно, что всякий шестиугольник kA  является объединением двух 

подмножеств ji K  K  , причѐм такое объединение строго однозначно. 

 Будем говорить, что шестиугольники kA  принадлежат к классу  
iK  по 

конкретному подмножеству iK  если справедливы равенства: 

 

 1. kji AK  K  , 

 2. 0 ji K  K . 

 

 Вообще говоря, равенства 1 и 2 равносильны, т.к. из kji AK  K   следует, что 

0 ji K  K  и обратно: из равенства 2 следует равенство 1. 

 Для примера выпишем все шестиугольники класса  
4K . 
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  14 K K   24 K K   34 K K   54 K K   

 

 

 

 

 

  64 K K   84 K K   104 K K   124 K K   

 

 

 

 

Рис. 4 

 

    A ,A ,A ,A ,A ,A ,A ,AK 5376012321254   

 

 Не трудно убедиться, что каждый класс  
iK  состоит из 8-ми элементов 

(шестиугольников). 

 Рассмотрим два элемента из класса  
iK : ) ( ji KK   и ) ( ni KK   такие, что 

0) (  nj KK . Найдѐм симметрическую разность этих элементов. 

 

 )  ()0   ( \ )   (

)))  (    )  ((  )) (  )  ((( \ )   (

))  ) ((  )  ) ((( \ )     (

))  (  ) (( \ )  (  ) (()  (  ) (

njinji

njniijiinji

njiijiniji

nijinijiniji

KKKKKK

KKKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKKKK









 

 

 Как оказалось, элементы каждого класса  
iK  образуют между собой 16 

симметрических разностей типа: 

 

  (  )  ()  (  ) njniji KKKKKK  ;    (1) 

 

при условии, что 0 )K K( nj . 

 Равенство (1) обладает замечательным свойством цикличности, т. е. 

 

(  )  ()  (  ) njniji KKKKKK  ; 

(  )  ()  (  ) jinjni KKKKKK  ; 

(  )  ()  (  ) nijinj KKKKKK  . 

 

 В этом не трудно убедиться, глядя на предыдущие выкладки. 

 Введѐм обозначения:  .   ;   ; injjninji kKKkKKkKK  Тогда 

 

 .    ][ ijn kkk   
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 Квадратные скобки в полученном выражении традиционно определяют 

индексную цикличность в развѐрнутом выражении. 

 Шестиугольники равенства (1) будем называть циклическими 

шестиугольниками. Для них справедлива следующая  

 

Теорема: прямые Паскаля циклических шестиугольников конкурентны. 

 

Доказательство этой теоремы мы приведѐм позже. А сейчас выясним, сколько 

всего существует троек циклических шестиугольников. 

 Т. к. всего существует 15 классов  
iK  и элементы каждого класса образуют 

между собой 16 симметрических разностей типа (1), то получаем 240 троек 

циклических шестиугольников. Но в силу цикличности (1) получается, что каждое такое 

равенство может быть образовано элементами класса  
iK , элементами класса  

jK  и 

также элементами класса  
nK . 

 Т. о. всего различных троек циклических шестиугольников будет 80. Обозначим 

множество этих троек через 3
T . 

 Рассмотрим подмножество kA \ K . Докажем, что  

 

)( \ njik KKKAK  ,     (2) 

 

причѐм для каждого kA  представление разности kA \ K  в виде объединения трѐх 

подмножеств )( nji KKK   является единственно возможным. 

 Доказательство: 

 Как было сказано ранее, множество K - это полный граф, имеющий 6 вершин и 

15 рѐбер (сторон). Шестиугольник kA  представляет собой граф из 6 вершин, 

являющийся простым циклом. Тогда XA \ K k   - это регулярный граф степени 3, т. е. 

имеем граф из 6-ти вершин и 9-ти рѐбер, где степень каждой вершины равна 3. 

 Из графа X всегда можно выделить простой цикл mA  (теорема Смита). 

Очевидно, что km AA  . Тогда граф mA \ X  будет иметь 6 вершин и 3 ребра, причѐм 

каждая вершина имеет степень 1. А это ни что иное как iK . В свою очередь 

)( njm KKA  , следовательно )( \ njik KKKAK  . 

 Докажем единственность такого объединения. 

 Предположим противное, т. е. )()( rqpnji KKKKKKX  . Здесь 

0 ji KK , 0 ni KK , 0 nj KK  и также 0 qp KK , 0 rp KK , 

0 rq KK . И следовательно, имеем 6 различных шестиугольников, являющихся 

простыми циклами регулярного графа X.  

Из теории графов известно, что всякий регулярный граф степени 3 из 6-ти 

вершин изоморфен либо графу 1G , либо графу 2G . 
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              1G           2G  

 

 

 

 

 

 

 

Рис.5 

 

 Граф X не может быть изоморфен графу 1G , т.к. kAG / K 1 . Следовательно, 

граф X изоморфен графу 2G . А граф 2G  имеет только 3 простых цикла: 1-2-3-4-5-6-1, 1-

2-4-3-6-5-1, 1-5-4-2-3-6-1. 

 Получаем противоречие, т. к. мы предполагали, что граф X имеет 6 простых 

циклов. 

 Следовательно равенство (2) имеет единственное объединение. 

 Т. к. 0 ji KK , 0 ni KK , 0 nj KK , то любые два элемента из iK , jK , 

nK  принадлежат классу третьего элемента. 

 Т. о. получаем тройку циклических шестиугольников: 

 

(  )  ()  (  ) njniji KKKKKK  . 

 

 Т.к. существует 60 различных kA , то мы будем иметь 60 различных объединений 

)( nji KKK  , т. е. 60 различных троек циклических шестиугольников. Обозначим 

множество этих троек через H . Т.о. H  определяет множество точек Киркмана. Тогда 

SH \ T 3  - это множество троек циклических шестиугольников, прямые Паскаля 

которых пересекаются в точках Штейнера. 

 Теперь снова вернѐмся к равенству (1). 

 Пусть   q ,q ,q K i 321 ;   q ,q ,q K j 654 ;   q ,q ,q Kn 987 . Тогда в 

шестиугольнике )( ji KK   стороны ii Kq   и jj Kq   будут чередоваться. 

Аналогично, для )( ni KK   чередуются стороны ii Kq   и nn Kq  , и для 

шестиугольника )( nj KK   будут чередоваться стороны jj Kq   и nn Kq  . 
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 Пример: 

           1q  

 

  q ,q ,q K 3211  :        2q  

 

            3q  

 

           4q  

 

  q ,q ,q K 6544  :        5q  

 

            6q  

 

           7q  

 

  q ,q ,q K 9872  :        9q  

 

            8q  

Рис.6 

 

 Теперь приступим к описанию математического аппарата, который позволит 

доказать в общем виде теорему о циклических шестиугольниках и найти все 

конкретные тройки таких шестиугольников. 

 

4. Определения 

 

Определение 1 

 Оператором цикла   будем называть подстановку из 6-ти элементов, которая 

допускает разложение в произведение двух независимых циклов по три элемента в 

каждом. 

Пример:   )5 6 3)(4 2 1(
5 3 1 6 4 2

6 5 4 3 2 1









 . 

 

Определение 2 

 Подстановку )( ib  будем называть тождественной подстановке 

 

    









654321      

6   5   4   3   2   1
)(

aaaaaa
ai  

 

и обозначать )()( ii ab  , если у данных подстановок одинаковая последовательность 

элементов ia , представленных циклом, независимо от направления обхода, где 

   , , , , , a i 654321 ,    , , , , , bi 654321 . 
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Пример: 

   









5 2 6 4 3 1

6 5 4 3 2 1
)( ia ,  










5 1 3 4 6 2

6 5 4 3 2 1
)( ib  

 

Последовательность  элементов ia : 1-3-4-6-2-5-1,   последовательность  элементов ib : 

2-6-4-3-1-5-2. Как видим, последовательности элементов ia  и ib  совпадают и 

противоположны по направлению обхода. Следовательно, по Определению 2 

)()( ii ba  . 

 

 Если на конике взять 6 точек и занумеровать их произвольным образом 

элементами    , , , , , a i 654321 , то каждой подстановке )( ia  можно поставить в 

соответствие шестиугольник: 

 

   ) , , , , ,( 654321 aaaaaaAk   

 

Пример: 

 

 









6 2 1 5 4 3

6 5 4 3 2 1
)( ia ,   )6 ,2 ,1 ,5 ,4 ,3(kA  

 

 

Рис.7 

 

 Т.о. смысл тождественных подстановок заключается в том, что все они 

определяют один и тот же шестиугольник. Очевидно, что тождественных подстановок 

ровно 12. 

 

Определение 3 

 Подстановки 1)( ia , 2)( ia , 3)( ia  будем называть циклическими если 

 

  21 )a()a( ii  ;    32 )()( ii aa  ;    13 )()( ii aa  , 

 

а подстановку 1)( ia  - базовой подстановкой, т. к. (забегая вперѐд) именно она 

определяет оператор цикла  . 

 

 Каждая подстановка 

1654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai  порождает 40 операторов цикла 

j , где индекс    ..., , , j 4021  определяет тип оператора. 

 Действительно, число сочетаний 20
3

6 C . А каждый оператор цикла состоит из 

произведения двух независимых циклов, т.е. элементы в этих циклах не повторяются и 

т.к. для независимых циклов ),,)(,,(),,)(,,( kjirqprqpkji aaaaaaaaaaaa  , то получаем 

10 различных операторов j .Если изменить направление обхода в одном из 

независимых циклов, то получим новый оператор j . Т.е. число операторов 

увеличилось на 10. Если направление обхода изменить во втором независимом цикле, 

1 

2 3 

4 5 

6 
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то число различных операторов j  увеличится ещѐ на 10. И, наконец, мы можем 

изменить направление обхода сразу в обоих независимых циклах, увеличив тем самым 

число операторов j  ещѐ на 10. Т.о. всего получаем 40 различных типов операторов 

цикла j . 

 

Определение 4 

 Сопряжѐнными операторами цикла будем называть такие операторы j  и k , 

которые для базовых тождественных подстановок порождают тождественные 

циклические подстановки. 

 

 Т.е. если 11 )()( ii ba   и  

 

  133221 )()(   ;)()(   ;)()( ijiijiiji aaaaaa   ; 

 

  133221 )()(   ;)()(   ;)()( ikiikiiki bbbbbb   , 

 

где 22 )()( ii ba  ; 33 )()( ii ba   или 32 )()( ii ba  ; 23 )()( ii ba  , то kj   . Знаком « » 

будем обозначать сопряжение операторов цикла. 

 

Пример: 

 

  
1

1
2 6 5 1 3 4

6 5 4 3 2 1
)( 








ia ;  










4 3 1 2 5 6

6 5 4 3 2 1
)253)(416(j ; 

 

  
2

1
5 4 3 6 2 1

6 5 4 3 2 1
)( 








 jia  ;  

3

2
3 1 2 4 5 6

6 5 4 3 2 1
)( 








 jia  ; 

 

  
1

1
5 6 2 4 3 1

6 5 4 3 2 1
)( 








ib ;  










1 2 6 5 3 4

6 5 4 3 2 1
)523)(146(k ; 

 

  
2

1
2 1 3 6 5 4

6 5 4 3 2 1
)( 








 kib  ;  

3

2
3 4 5 1 2 6

6 5 4 3 2 1
)( 








 kib  ; 

 

  11 )()( ii ba  ;  32 )()( ii ba  ;  23 )()( ii ba  , следовательно kj   . 

 

 Очевидно, что тип оператора j  определяется порядком расположения 

элементов ia  в его независимых циклах. 

 

Определение 5 

 Самосопряжѐнными операторами цикла будем называть такие однотипные 

операторы, которые в случае тождественных базовых подстановок порождают 

тождественные циклические подстановки. 
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 Т. е. множество самосопряжѐнных операторов является подмножеством 

сопряжѐнных операторов. 

 В предыдущем примере j  и k  как раз являются однотипными, т. к. 

 

1

1
2 6 5 1 3 4

6 5 4 3 2 1
)( 








ia

1654321      

6   5   4   3   2   1











aaaaaa
; ))(()253)(416( 246531 aaaaaaj  ; 

 

1

1
5 6 2 4 3 1

6 5 4 3 2 1
)( 








ib

1654321      

6   5   4   3   2   1











bbbbbb
; ))(()523)(146( 246531 bbbbbbk  ; 

 

 Индексы элементов ia  в независимых циклах оператора j  соответствуют 

индексам элементов ib  для k  (мы говорили, что именно базовая подстановка 

определяет тип оператора). 

 

 Как выяснилось, каждый из 40 операторов j  имеет сопряжѐнный оператор. 

Рассмотрим оставшиеся 20 типов операторов, которые определяет подстановка 

1654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
a i . 

 

  ))(( 6543211 aaaaaa ;  ))(( 4563212 aaaaaa ;

 ))(( 6425313 aaaaaa ;  ))(( 2465314 aaaaaa ; 

  ))(( 6534215 aaaaaa ;  ))(( 3564216 aaaaaa ; 

  ))(( 6435217 aaaaaa ;  ))(( 3465218 aaaaaa ; 

  ))(( 5436219 aaaaaa ;  ))(( 34562110 aaaaaa ; 

  ))(( 65243111 aaaaaa ;  ))(( 25643112 aaaaaa ; 

  ))(( 54263113 aaaaaa ;  ))(( 24563114 aaaaaa ; 

  ))(( 63254115 aaaaaa ;  ))(( 23654116 aaaaaa ; 

  ))(( 43265117 aaaaaa ;  ))(( 23465118 aaaaaa ; 

  ))(( 53264119 aaaaaa ;  ))(( 23564120 aaaaaa ; 

 

 Оказывается, что и среди этих 20-ти операторов есть ещѐ сопряжѐнные 

операторы. Покажем эти операторы, но сначала дадим три необходимых определения. 

 

Определение 6 

 Оператором сдвига будем называть подстановку 

 

   









1 6 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1
)( . 

 

 Тогда jikiji

n
aba )()()()(  , где    , , , , , n 654321 . Т. о. при помощи 

оператора сдвига можно получить 6 подстановок, тождественных данной. 

 

Определение 7 
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 Подстановку 








123456      

6   5   4   3   2   1

aaaaaa
 будем называть тождественно-зеркальной 

подстановке 









654321      

6   5   4   3   2   1
)(

aaaaaa
a ji  и обозначать еѐ jia )( . 

 

Определение 8 

 Подстановку 









1 2 3 4 5 6

6 5 4 3 2 1
)(  будем называть оператором зеркального 

отражения. 

 

 Т. е. jiji aa )()()(  . 

 Т. о., все 12 тождественных подстановок можно разбить на два класса 

подстановок )( ib  и )( ic , где 

 

   ji

n

ji ab )()()(   ,     ..., , , n 621 ; 

   ji

n

jiji abc )()()()()()(   . 

 

 Для тождественных подстановок справедливо  

свойство: 

 Если даны две тождественные подстановки )()( ii ba   и произвольная 

подстановка )( , то  

 

    )()()()(   ii ba .     (3) 

 

 Данное свойство справедливо в силу справедливости сочетательного закона 

умножения подстановок и закона транзитивности для тождественных подстановок. 

 Действительно: 

пусть: )()()( ii ca   . 

 

   )()( ii ba  ;  )()()()( i

kn

i ab   ; 

    ))()(()()()())()()(()()(  i

kn

i

kn

i aab  

   )()()()( ii

kn
cc   ;  т.е. )()()( ii cb   . 

 

 Из )()()( ii ca    можем записать, что )()()( ii ca   . И в силу закона 

транзитивности для тождественных подстановок получаем: )()()()(   ii ba . 

 Для операторов )(  и )(  справедливо 

 

свойство коммутативности: 

 

  kn
)()()()(   ;     ..., , , k,n 621    (4) 

 

 При 6 kn  получаем следствие из свойства коммутативности: 

 

   kn
)()()()(         (5) 
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 Равенство (5) проверяется непосредственным вычислением. Докажем свойство 

(4). В силу тождественности mn
)()(    и свойства (3) можем записать  

 

)()()()(   mn . Но в силу равенства (5): kn
)()()()(   , при 6 kn  

очевидно, что kn
)()()()(   . И по закону транзитивности свойства 

тождественности получаем: km
)()()()(   , что и требовалось доказать. 

 

 Из равенства (5) в частности получаем )()()()(   , и т.к. )()(
2   , то 

)())()(())()((
22   , где )(  - нейтральная подстановка, такая, что 

)()()()()( aaa   . 

 

 Теперь вернѐмся к отысканию сопряжѐнных операторов среди 2021    ...,  ,, . 

Покажем, что каждый из операторов цикла типа 2087    ...,  ,,  будет обязательно 

сопряжѐн с каким-нибудь из операторов 621    ...,  ,, . 

 Пусть 7

654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai . Знак « » здесь заменяет слова 

«порождает оператор цикла». 

 

   









316452

654321

7
     

     

aaaaaa

aaaaaa
 . 

 

 Рассмотрим подстановку, тождественную подстановке 1)( ia . 

 

   









216543

11

2

1
     

6   5   4   3   2   1
)()()(

aaaaaa
baa iii   

 

Найдѐм для этой подстановки оператор цикла типа 5 . Т. е. первый независимый цикл 

оператора 5  должен иметь 1, 2 и 4 элементы из нижнего ряда подстановки 1)( ib , а 

второй соответственно – 3, 5 и 6 элементы. Получаем: 

 

   7

316452

654321

2156435
     

     
))((  










aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa . 

 

Т. к. 57    и 11 )()( ii ba  , то в силу тождества (3) циклические подстановки будут 

соответственно тождественными: 57 )()(   jiji ba , и, следовательно 57   . 

 Аналогично доказывается, что 68   . 

 

 Рассмотрим оператор цикла 9 . Т. е. 

 

  









135462

654321

54362191
     

     
))(()(

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaaai  . 
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Рассмотрим подстановку 11 )()( ii ab  , где 









543216

1

5

1
     

6   5   4   3   2   1
)()()(

aaaaaa
ab ii  . 

 

Тогда 9

135462

654321

11
     

     
)(  










aaaaaa

aaaaaa
bi  , и, следовательно, как и в предыдущем 

случае, получаем, что 19   . 

 Рассуждая аналогично, находим: 

 

   1791   ; 8102   ; 

   1915131175   ; 

   2016141286   . 

 

 Для циклов типа 3  и 4  сопряжѐнных операторов не существует. Как будет 

показано ниже, среди операторов цикла типа 61   ...,  ,  существуют самосопряжѐнные 

операторы. 

 

5. Обоснование использования аппарата алгебраических подстановок 

 

 В разделе 4 мы сформулировали теорему о циклических шестиугольниках. 

Сейчас мы дадим необходимое обоснование использования алгебраических 

подстановок, чтобы в дальнейшем с его помощью можно было доказать 

вышеназванную теорему и провести некоторые исследования. 

 Итак, мы выделили 6 типов несопряжѐнных операторов цикла для базовой 

подстановки 









654321

1
      

6   5   4   3   2   1
)(

aaaaaa
ai : 

 

   









465132

654321

6543211
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa ; 

 

   









546132

654321

4563212
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa ; 

 

   









216543

654321

6425313
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa ; 

 

   









412563

654321

2465314
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa ; 

 

   









361542

654321

6534215
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa ; 
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   









531642

654321

3564216
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa . 

 

 Найдѐм с помощью каждого из этих операторов подстановки циклических 

шестиугольников. 

 Для 1  имеем: 

2465132

211
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  ;

3546213

312
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

 Из теоремы о циклических шестиугольниках помним, что циклические 

шестиугольники состоят из парных объединений подмножеств iK , jK , nK . Попробуем 

выделить такие подмножества среди полученных подстановок 1)( ia , 2)( ia  и 3)( ia . 

 Введѐм обозначения. 

Для 1)( ia :  121 )( qaa  ; 232 )( qaa  ; 343 )( qaa  ;   

   454 )( qaa  ; 565 )( qaa  ; 616 )( qaa  . 

 

Для 2)( ia :  232 )( qaa  ; 713 )( qaa  ; 851 )( qaa  ;   

   565 )( qaa  ; 946 )( qaa  ; 1024 )( qaa  . 

 

Для 3)( ia :  713 )( qaa  ; 121 )( qaa  ; 1162 )( qaa  ;   

   946 )( qaa  ; 454 )( qaa  ; 1235 )( qaa  . 

 

 Чтобы наши циклические шестиугольники соответствовали упомянутой теореме 

необходимо, чтобы объединение nji KKK   состояло только из 9-ти элементов iq  

(стр. 7). При использовании оператора 1  мы получаем шестиугольники, состоящие из 

12-ти элементов iq . Это противоречит теореме о циклических шестиугольниках. 

 Построим циклические шестиугольники, используя оператор цикла 2 . 

Обозначения для iq  оставим, как и в предыдущем случае. 

2546132

221
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  ;

3465213

322
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

Для 2)( ia :  232 )( qaa  ; 713 )( qaa  ; 661 )( qaa  ;   

   946 )( qaa  ; 454 )( qaa  ; 1325 )( qaa  . 

 

Для 3)( ia :  713 )( qaa  ; 121 )( qaa  ; 1352 )( qaa  ;   

   565 )( qaa  ; 946 )( qaa  ; 334 )( qaa  . 

 

 Т. е. получаем:   q ,q ,q K i 531 ;      q ,q ,q K j 642 ;   q ,q ,q Kn 1397 ,

 jii KKa 1)( ;       nji KKa 2)( ;       nii KKa 3)( . 

 Таким образом оператор 2  годится для построения циклических 

шестиугольников. 
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 Исследуем циклические шестиугольники, получаемые при помощи оператора 

3 . 

2216543

231
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  ;

3432165

332
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

 Как видим, 1)( ia , 2)( ia , 3)( ia  тождественны между собой. Т.е. этот случай также 

как и первый не удовлетворяет условиям нашей теоремы. 

 Рассмотрим шестиугольники, получаемые при помощи оператора цикла 4 . 

 

2412563

241
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  ;

3236145

342
      

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

Для 2)( ia :  1463 )( qaa  ; 556 )( qaa  ; 1325 )( qaa  ;   

   112 )( qaa  ; 1541 )( qaa  ; 334 )( qaa  . 

 

Для 3)( ia :  445 )( qaa  ; 1514 )( qaa  ; 661 )( qaa  ;   

   1436 )( qaa  ; 223 )( qaa  ; 1352 )( qaa  . 

 

Получаем:   q ,q ,q K i 531 ;   q ,q ,q K j 642 ;   q ,q ,q Kn 151413  

 

  jii KKa 1)( ; nii KKa 2)( ; nji KKa 3)( . 

 

 Аналогично исследуя операторы 5  и 6  получаем 12 и 15 элементов iq  

соответственно, что противоречит условиям теоремы о циклических шестиугольниках. 

 Отметим, что теорема о циклических шестиугольниках объединяет в себе две 

части, соответствующие двум классам троек циклических шестиугольников, 

получаемых при помощи операторов 2  и 4 . 

 Ниже мы увидим, что при помощи оператора 2  вычисляются все тройки 

циклических подстановок, соответствующие циклическим шестиугольникам множества 

H, а при помощи оператора 4  - циклическим шестиугольникам множества S. 

 

6. Доказательство теоремы о циклических шестиугольниках 

 

 Приступим к доказательству теоремы о циклических шестиугольниках. 

 Доказательство разобьѐм на две части, для оператора 2  и оператора 4 . 

Доказательство: 

 1. Пусть базовая подстановка имеет вид: 

 

   

1654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai . 

 

 Для этой подстановки 









546132

654321

4563212
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa . 

 Найдѐм 2)( ia  и 3)( ia . 
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2546132

212
     

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii   

 

   

3465213

223
     

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

 Определим для каждого из циклических шестиугольников прямые Паскаля. Для 

этого найдѐм точки пересечения противоположных сторон. Для шестиугольника, 

соответствующего подстановке 1)( ia  будем иметь: 

 

Aaaaa  ))()(( 5421 ; Baaaa  ))()(( 6532 ;  Caaaa  ))()(( 1643 . 

 

Тогда по теореме Паскаля точки A, B и C лежат на одной прямой (прямая Паскаля). 

Обозначим эту прямую  . 

 Для 2)( ia  будем иметь свою прямую Паскаля. 

 

Maaaa  ))()(( 4632 ; Naaaa  ))()(( 5413  ; Kaaaa  ))()(( 2561 . 

 

Точки M, N и K лежат на одной прямой -  . 

 

 Для третьего шестиугольника 3)( ia  будем иметь такие точки пересечения 

противоположных сторон: 

 

 Xaaaa  ))()(( 6513 ;  Yaaaa  ))()(( 4621 ;  Zaaaa  ))()(( 3452 . 

 

Точки X, Y, Z лежат на одной прямой -  . 

 Рассмотрим шестиугольник, вершины которого расположены на прямых )( 21aa  и 

)( 65aa : 

 










62      

6   5   4   3   2   1

aYXaBA
. 

 

 Найдѐм точки пересечения его противоположных сторон, определяющие прямую 

Паскаля – Паппа для данного шестиугольника. 

 

 OXYAB  ))()(( ;  RYaBa  ))()(( 62 ;  PAaXa  ))()(( 62 . 

 

Но )(AB , )(XY  следовательно можно записать O . Таким образом, нам 

необходимо доказать, что также и прямая   проходит через точку O. 

 Точка )( 32aaB , точка )( 32aaM  , следовательно можно записать: )( 2BaM  . 

Точка )( 46aaY  , точка )( 46aaM  , следовательно можно записать: )( 6YaM  . 

Т. к. )( 2BaM   и )( 6YaM   заключаем, что RM  . 
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 Рассмотрим ещѐ один шестиугольник, вершины которого также расположены на 

прямых )( 21aa  и )( 65aa : 

 










5612

654321

a A a a X a

               
. 

 

 Определим для него прямую Паскаля – Паппа. 

 

 PAaXa  ))()(( 62 ;  QAaXa  ))()(( 51 ;  Kaaaa  ))()(( 2561 . 

 

Точка )( 31aaX  , точка )( 31aaN  , следовательно можно записать: )( 1XaN  . 

Точка )( 54aaA , точка )( 54aaN  , следовательно можно записать: )( 5AaN  . 

Т. к. )( 1XaN   и )( 5AaN   заключаем, что QN  . Но т.к. )(KN , то и P . А т. 

к. точки O, M, P лежат на одной прямой и M , P , то и O . Т. е. прямые 

Паскаля  ,  ,   пересекаются в одной точке O. 

 Что и требовалось доказать. 

 

 2. Аналогично проводится и доказательство для оператора цикла 4 . 

 











412563

654321

2465314
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa . 

 

 Имеем циклические шестиугольники, вернее – подстановки их определяющие 

1)( ia , 2)( ia , 3)( ia , а именно:  

 

 

1654321

654321










a a a a a a

               
, 

2412563

654321










a a a a a a

               
,  

3236145

654321










a a a a a a

               
. 

 

 Для этих шестиугольников прямые Паскаля  ,  ,   соответственно будут 

определяться: 

 

   ))()(( ;))()(( ;))()((  : 164365325421 CaaaaBaaaaAaaaa  ; 

 

   ))()(( ;))()(( ;))()((  : 342541561263 KaaaaNaaaaMaaaa  ; 

 

   ))()(( ;))()(( ;))()((  : 526123143645 ZaaaaYaaaaXaaaa  . 

 

 Рассмотрим шестиугольник, вершины которого расположены на прямых )( 32aa  и 

)( 61aa : 

 















23

654321

a Z Y a C B

               
. 

 

 Определим прямую Паскаля – Паппа для этого шестиугольника: 
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 OYZBC  ))()(( ; RZaCa  ))()(( 23 ;  PBaYa  ))()(( 23 . 

 

)(BC , )(YZ  следовательно O . 

 

 Точка )( 43aaC , точка )( 43aaK   следовательно )( 3CaK  . Точка )( 52aaZ , 

точка )( 52aaK   следовательно )( 2 ZaK   и следовательно RK  . 

 Рассмотрим ещѐ один шестиугольник на прямых )( 32aa  и )( 61aa : 

 















6213      

6   5   4   3   2   1

aBaaYa
. 

 

Его прямая Паскаля определяется точками: P, Q, M. 

 

 PBaYa  ))()(( 23 ; QBaYa  ))()(( 61 ;  Maaaa  ))()(( 3621 . 

 

 Точка )( 41aaY  , точка )aa(N 41  следовательно )( 1YaN  . Точка )( 65aaB , 

точка )( 65aaN   следовательно )( 6BaN   и следовательно QN  . Следовательно 

точки M, N, P принадлежат прямой  , но т.к. K  и P , то и точка O . 

Следовательно прямые Паскаля  ,  ,   пересекаются в одной точке O. 

 Что и требовалось доказать. 

 

 Для второй части теоремы существует ещѐ одно очень оригинальное и более 

«прозрачное» доказательство. Покажем его здесь. 

 

 2*.  Рассмотрим такой шестиугольник *

1)( ia : 

 

   

1456321

*

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai . 

 

 Найдѐм для него прямую Паскаля: 

 

 Uaaaa  ))()(( 5621 ; Vaaaa  ))()(( 4532 ;  Waaaa  ))()(( 1463 . 

 

 Рассмотрим два треугольника, образованные прямыми )( 21aa , )( 63aa , )( 54aa  и 

прямыми )( 65aa , )( 41aa , )( 32aa . 

 Используя уже принятые выше обозначения – это будут треугольники: AMX   и 

BNY  . И т.к. 

 

 Aaaaa  ))()(( 5421 ; Maaaa  ))()(( 2163 ; Xaaaa  ))()(( 6354 ; 

 

 Baaaa  ))()(( 6532 ; Naaaa  ))()(( 4165 ;  Yaaaa  ))()(( 3241 , 

 

можем записать: UBNAM  ))()(( ; VBYAX  ))()(( ; WNYMX  ))()(( . 
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 Из этого заключаем, что стороны треугольников AMX   и BNY  , попарно 

пересекаясь, образуют точки U, V, W, лежащие на одной прямой (ось перспективы), а 

следовательно, по теореме Дезарга эти треугольники должны иметь центр перспективы. 

Т.е. прямые, проходящие через соответствующие в треугольниках вершины, будут 

пересекаться в одной точке. В нашем случае имеем соответствие: BA , NM  , 

YX  , т.е. прямые )(AB , )(MN  и )(XY  пересекаются в одной точке. А это ни что 

иное, как прямые Паскаля циклических шестиугольников, определяемых 

подстановками: 1)( ia , 2)( ia , 3)( ia . 

 Что и требовалось доказать. 

 

 Данное доказательство ценно тем, что оно позволяет отыскать парные тройки 

jia )(  и *
)( jia  циклических шестиугольников на множестве S. 

 Взяв подстановку *

1)( ia  за базовую, найдѐм для неѐ оператор цикла 4 : 

 











216543

654321

6425314
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa . 

 

 Вычислим 4

*

1

*

2 )()(  ii aa . 

 
*

2521634

*

2
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
a i . 

 

 И теперь, отталкиваясь от подстановки *

2)( ia , можем вновь построить 

аналогичное доказательство второй части теоремы о циклических шестиугольниках. 

 Подобное же доказательство можно провести и с подстановкой 4

*

2

*

3 )()(  ii aa . 

 Т.о., множество S распадается на 10 пар троек циклических шестиугольников. 

 Вышедоказанная теорема даѐт аналитический метод исследования (может быть, 

и не самый удобный), который всѐ-таки позволяет заменить прямые геометрические 

построения, во время которых очень трудно избежать погрешностей и, как правило, 

частных случаев. 

 

7. Аналитическое исследование множества 3
T . 

 

 Рассмотрим каждую из циклических подстановок как базовую. Как выяснилось, 

циклические подстановки порождают один и тот же оператор цикла. 

 Действительно: 

 

Пусть 

1654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai , тогда 










546132

654321

21
     

     
)(

aaaaaa

aaaaaa
ai  . 

 

 Найдѐм 

2546132

212
     

6   5   4   3   2   1
)()( 










aaaaaa
aa ii  . Для данной подстановки, как для 

базовой построим оператор цикла типа 2 . 
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









546132

654321'

22
     

     
)(

aaaaaa

aaaaaa
a i  . 

 

 Проделав аналогичные операции для подстановки 3)( ia , не трудно убедиться, 

что порождаемый ею оператор цикла типа 2  равен предыдущему. 

 Это свойство справедливо и для оператора цикла типа 4 . 

 Рассмотрим две тройки циклических подстановок: 1)( ia , 2)( ia , 3)( ia  с 

оператором цикла a  и 1)( ib , 2)( ib , 3)( ib  с оператором цикла b , где a  и b  

операторы цикла типа 2  либо - типа 4 . 

 Рассмотрим такой случай. Пусть две какие-нибудь подстановки, по одной из 

каждой тройки, не тождественны между собой, например подстановки 1)( ia  и 1)( ib , а 

остальные четыре – попарно тождественны, напрмер 22 )()( ii ba   и 33 )()( ii ba  . 

 Тогда:   22 )()()()( i

pk

i ab   ;  33 )()()()( i

qm

i ab   , где 

      , m,k 21 ,   6 ..., , , q,p 21 . 

 

 Для k  и m  возможны четыре случая: 

 

 1. 2 mk ; 

 

 2. 1 mk ; 

 

 3. 12  m ,k ; 

 

 4. 21  m ,k . 

 

 Рассмотрим случай 1. 

 

   32 )()()()( i

q

bi

p
aa   ; 

 

   3

61

22

61

2 )()()()()()()()( i

qp

ibi

pp

i aaaa    ; 

 

   3

1

2 )()()( iib aa    ,      (6) 

 

где 6mod)6( qp , и 61  . 

 

 2.  32 )()()()()()( i

q

bi

p
aa   . 

 

Если умножим обе части последнего равенства слева на )( , то снова придѐм к 

выражению (6). 

 

 3.  32 )()()()()( i

q

bi

p
aa   ; 

 

   3

61

2 )()()()()( i

qp

ib aa    ; 
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   3

1

2 )()()()()( i

qp

ib aa    ; 

 

   3

1

2 )()()()( iib aa    ,     (7) 

 

где 6mod)( qp , и 61  . 

 

 4.   32 )()()()()( i

q

bi

p
aa   . 

 

 Очевидно, что последнее выражение легко можно свести к равенству (7). 

 Зная 1)( ia , можно найти a , 2)( ia , 3)( ia , 1

2)(


ia  и исследовать (6) и (7) при 

различных p и q, и различных типах оператора a  ( помним, что a  может быть либо 

типа 2 , либо типа 4 ). 

 Среди всех решений уравнений (6), (7) нас будут интересовать случаи, когда b  

(это и есть неизвестное наших уравнений) будет типа 2 , либо типа 4 . В этом случае 

прямые Паскаля шестиугольников, соответствующих подстановкам 1)( ia , 2)( ia , 3)( ia  и 

1)( ib  будут пересекаться в одной точке, т.к. подстановки 1)( ia  и 1)( ib  нетождественны 

по условию. 

 Рассмотрим уравнение (6). 

 Пусть  

   

1654321

1
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai , и a  имеет тип 2 , т.е. 

 

   









546132

654321

4563212
     

     
))((

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaaa  . 

 

 Вычислим циклические подстановки 2)( ia  и 3)( ia , а также подстановку 1

2)(


ia . 

 

2546132

2
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai ; 

3465213

3
     

6   5   4   3   2   1
)( 










aaaaaa
ai ; 

1

2

6543211

2
4   6   5   2   1   3

     
)(















aaaaaa
a i  

 

 Будем рассматривать уравнение (6) при различных значениях  : 

 

 1 . 

 

 

3465213

1

2

654321
654321

65432

654321

3 




























a a a a a a

               

1               

               

4   65         21   

a a a a a a
b , 

 

   ))()((
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 2 . 
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 Как видим, при 6  мы получили оператор цикла ab   , но мы не знаем 

какой вид имеет базовая подстановка 1)( ib , поэтому пока ничего нельзя сказать какой 

тип имеет оператор b . 

 Рассмотрим уравнение 33 )()()()( i

qm

i ab   . 

2m , следовательно )()(
2   , 3)( ia  - нам известно. Необходимо найти q. 

 При 6  и 6p , 6q  можем заключить, что выражение 6mod)6( qp  

справедливо при qp   (т.е. нам подходит любое значение q от 1 до 6). 

 Найдѐм 3)b( i  при 1q . 

 

 

33465213465213
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6   5   4   3   2   1

     

6   5   4   3   2   1

1   6   5   4   3   2

6   5   4   3   2   1
)( 
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
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
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
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 Зная 3)( ib , находим bii bb  31 )()( . 
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







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
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т. е. 11 )()( ii ab  , но это противоречит нашим условиям. 
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 Не трудно убедиться, что и при остальных значениях q мы будем всегда получать 

11 )()( ii ab  . 

 Как видим, ни при каких значениях   подстановка b  не является нужным нам 

оператором цикла.  

 Аналогичное заключение получим и при решении уравнения (7). 

 Для оператора цикла a  типа 
4  получаем такие же результаты. 

 Таким образом, мы можем сделать вывод, что в рамках доказанной теоремы о 

циклических шестиугольниках не удаѐтся найти хотя бы одну четвѐрку 

шестиугольников, прямые Паскаля которых пересекались бы в одной точке. Вообще, 

такие четвѐрки шестиугольников существуют. Мы покажем это в Приложении 3. 

 Продолжим исследование нашего множества 3
T . 

 Построим цепочку конкретных троек шестиугольников из подмножества H  по 

следующему алгоритму. 

 

 1. Возьмѐм конкретный AAk   

 

 2. Найдѐм для него объединение knji A \ KKKK   

 

 3. Определим тройку циклических шестиугольников  

 )( jip KKA  ; )( niq KKA  ; )( njr KKA  . 

 

 4. Выберем шестиугольник mA  из числа найденных, но ещѐ не использованных 

для нахождения объединения knji A \ KKKK  . 

 

 5. Переход к пункту 2 

 

 Т.к. множество H конечно, то следуя этому алгоритму, мы построим конечную 

цепочку объединений и, следовательно, конечную цепочку троек циклических 

шестиугольников. 

 

 Начнѐм с шестиугольника 1A . 

 

    3211 KKKA \ K  ; 

 

 

   1A : 

 

 

  5721 )( AKK  ; 5831 )( AKK  ; 5632 )( AKK  . 

 

Рис. 8 

 

т. е. объединение для 1A  порождает тройку циклических шестиугольников 

),,( 585756 AAA . И так далее... 
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 Выпишем полученную цепочку троек циклических шестиугольников: 

 

   1A   ),,( 585756 AAA ; 

   56A   ),,( 25221 AAA ; 

   57A   ),,( 23201 AAA ; 

   58A   ),,( 24211 AAA ; 

   22A   ),,( 212356 AAA ; 

   25A   ),,( 242056 AAA ; 

   20A   ),,( 212557 AAA ; 

   23A   ),,( 242257 AAA ; 

   21A   ),,( 222058 AAA ; 

   24A   ),,( 252358 AAA . 

 

 Как видим, наша цепочка состоит из 10-ти троек, порождаемых 10-тью 

шестиугольниками. 

 Теперь построим такую цепь в самом общем виде. 

 Предварительно рассмотрим случаи самосопряжений операторов цикла типа 2 , 

порождаемых 12-тью тождественными подстановками. 

 Покажем, что подстановки 1)( ia  и 1)( ia  порождают самосопряжѐнные 

операторы цикла типа 2 . 

 Действительно: 

 

  












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

546132

654321

2

1654321

1
     

     

     

6   5   4   3   2   1
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ai  ; 
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)(
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ai  . 

 

22  ' . 

 Т.к. 22  '  и базовые подстановки тождественны, то ')()( 22   jiji aa  и, 

следовательно, 2  и '2  являются самосопряжѐнными операторами цикла. 

 Рассмотрим тождественные подстановки 1)()( i

n
a  и 1

3
)()( i

n
a  при 

  ,, n 210 . 

 Пусть 
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
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
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 . 
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2546132

2211
     

6   5   4   3   2   1
)())()(( 










aaaaaa
aa ii

n  ; 
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'

3132546

322
     

6   5   4   3   2   1
')('')( 










aaaaaa
aa ii  . 

 

 Как видим, ')()( 32 ii aa  , ')()( 23 ii aa   следовательно операторы 2  и '2  

являются самосопряжѐнными. 

 Следовательно, среди всех 12-ти тождественных подстановок не 

самосопряжѐнные операторы цикла типа 2  порождаются только базовыми 

подстановками: 

 

  1)( ia ;  11 ))()(( ia ;  11

2
))()(( ia . 

 

 Это значит, что для каждого шестиугольника может быть построено три 

различных тройки циклических шестиугольников при помощи оператора цикла типа 

2 . Это также даѐт нам возможность построения цепочки троек циклических 

шестиугольников, т.к. вышеописанный алгоритм неприменим для абстрактных 

построений. 

 Теперь рассмотрим самосопряжения среди операторов цикла типа 4 , 

порождаемых тождественными подстановками. 

 Рассмотрим подстановки 1)( ia  и 1)( ia . 

 Пусть 
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















412563

654321

4

1654321

1
     

     

     

6   5   4   3   2   1
)(

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa
a i  ; 
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

















412563

654321

4

1123456

1
     

     
'

     

6   5   4   3   2   1
)(

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa
ai   . 

 

Т.е. операторы цикла 4  и '4  являются самосопряжѐнными. Кроме этого заметим, что 

подстановка оператора цикла типа 4  для всех тождественных подстановок 

))()(( 1i

n
a  одна и та же. Проверить это не трудно. А это значит, что все 

тождественные подстановки ))()(( 1i

n
a  порождают самосопряжѐнные операторы 

цикла типа 4 . 

 Вывод: для всех 12-ти тождественных подстановок, взятых в качестве базовых, 

операторы цикла типа 4  самосопряжены. 



©Франц Герман  Теория конкурентных прямых Паскаля 

franz.h-n@yandex.ru   26 

 Из всего вышеизложенного заключаем, что цепь из троек циклических 

подстановок возможно построить, используя только оператор цикла типа 2 . 

 Приступая к конкретным вычислениям, сделаем одно важное замечание, которое 

позволит облегчить работу с подстановками. 

 Ранее везде речь шла о правом операторе цикла (имеется в виду умножение на 

оператор цикла справа), который порождается базовой подстановкой. Между тем, 

существуют, и для вычислений более удобно использовать, левые операторы цикла 

типа 2  и 4 . 

 Дело в том, что левые операторы являются универсальными и не зависят от 

конкретной базовой подстановки. 

 

  )654)(123(
5   4   6   1   3   2

6   5   4   3   2   1
2 





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4 
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
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 Можно было бы с самого начала изложения нашей работы использовать только 

левые операторы цикла, но в этом случае многие общие понятия и свойства остались бы 

вне рассмотрения. 

 Теперь приступим к вычислению цепочки циклических подстановок. Обозначим 

шестиугольник, соответствующий подстановке 

1654321
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тогда 
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Получаем первую тройку циклических шестиугольников: ),,( 321 HHH . 

 2. Теперь в качестве базовой (исходной) возьмѐм подстановку 11 ))()(( ia . 
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 Получаем тройку циклических шестиугольников: ),,( 541 HHH . 

 3. И ещѐ раз в качестве исходной возьмѐм подстановку, соответствующую 

шестиугольнику 1H : 11

2
))()(( ia . 
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 Имеем такую новую троѐку: ),,( 761 HHH . 

 4. Теперь в качестве исходной возьмѐм подстановку шестиугольника 
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исходной подстановку 
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
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



546132

654321

a a a a a a

               
, т.к. в этом случае получили бы уже 

известную тройку шестиугольников, как в пункте 1. 
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 Этой подстановке соответствует шестиугольник 5H . 
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соответствующий ей шестиугольник 8H . Получаем такую тройку: ),,( 852 HHH . 

 

 5. Теперь за исходную возьмѐм подстановку 
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 Получаем тройку шестиугольников: ),,( 692 HHH . 

 6. Теперь рассмотрим подстановки шестиугольника 3H . 
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 8. Для шестиугольника 4H  будем иметь: 
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 Подстановка 
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тройку циклических шестиугольников не порождает, т.к. данная подстановка совпадает 

с подстановкой 3

3
)()()( ia   шестиугольника 3H . 

 9. Для шестиугольника 5H  будем иметь: 
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 Как выяснилось, подстановка 
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новую тройку шестиугольников не порождает. А также и подстановки шестиугольников 

6H , 7H , 9H  и 10H . 

 

 10. Последняя тройка циклических шестиугольников в построеной цепочке. 
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  ),,( 9108 HHH . 

 

 Т. о. получили цепь из 10-ти троек циклических шестиугольников, составленную 

из 10 шестиугольников, причѐм каждый из них встречается ровно 3 раза. 

 

 ),,( 321 HHH ;  ),,( 541 HHH ;  ),,( 761 HHH ;  ),,( 852 HHH ;  ),,( 692 HHH ; 

 ),,( 483 HHH ;  ),,( 973 HHH ; ),,( 1074 HHH ; ),,( 6105 HHH ; ),,( 9108 HHH . 

 

 Т.к множество A  состоит из 60-ти шестиугольников, а мы использовали в 

построении только 10, то всего можно построить 6 подобных конкретных цепочек, и, 

следовательно, - 60 троек циклических шестиугольников. А это значит, что при помощи 

оператора цикла типа 2  ( или 2  ) можно находить циклические шестиугольники, 

относящиеся к подмножеству H. 

 При внимательном рассмотрении можно заметить, что наша цепочка троек 

является конфигурацией Дезарга. 

 Действительно, сопоставим каждому шестиугольнику iH  его прямую Паскаля, а 

каждой тройке шестиугольников ),,( knm HHH , - точку пересечения их прямых 

Паскаля, получим конфигурацию Дезарга. 
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       А ),,( 321 HHH  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       B ),,( 852 HHH  

 

 

 

       ),,( 541 HHH C 

 

 

 

 D                E 

                     F    G 

              H 

               I 

 

 

 

          J ),,( 962 HHH  

 

      Рис. 9 

 

D ),,( 1065 HHH ;  E ),,( 483 HHH ;  F ),,( 1098 HHH ;  G ),,( 1074 HHH ; 

H ),,( 973 HHH ;   I ),,( 761 HHH
 

 

 Каждая прямая на рис 9 - это прямая Паскаля шестиугольника, который является 

общим для троек, образующих точки данной прямой. Например, прямая (DFG) – 

является прямой Паскаля шестиугольника 10H . 

 Покажем все конкретные тройки шестиугольников подмножества H  с учѐтом 

обозначений принятых на множестве A  (Приложение 2 ). Шестиугольники объединены 

в группы соответствующих конфигураций Дезарга. 

 

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 20225856212324572258232522251 AAAAAAAAAAAAAAA  

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 1232058575624121205624252157 AAAAAAAAAAAAAAA  

 

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 459514240386535951385559552 AAAAAAAAAAAAAAA  

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 382451534026424406554253 AAAAAAAAAAAAAAA  
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 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 39525054760414339526053953 AAAAAAAAAAAAAAA  

   );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 6035041525443377541545043 AAAAAAAAAAAAAAA  

 

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 183515333126454835152610351013 AAAAAAAAAAAAAAA  

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 261318154533481331103145331848 AAAAAAAAAAAAAAA  

 

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 29114616193627342946364929498 AAAAAAAAAAAAAAA  

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 8361146341627819111627194934 AAAAAAAAAAAAAAA  

 

 );,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 14371747301244321417122814289 AAAAAAAAAAAAAAA  

 ).,,(  );,,(  );,,(  );,,(  );,,( 9123717324744930374744302832 AAAAAAAAAAAAAAA  

 

 Используя оператор цикла 4 , получим все тройки циклических 

шестиугольников подмножества S. 

 

 );,,(),,(  );,,(),,( 4117104620628262760591 AAAAAAAAAAAA   

 

 );,,(),,(  );,,(),,( 4218112147719431248222 AAAAAAAAAAAA   

 

 );,,(),,(  );,,(),,( 37545158332938141349233 AAAAAAAAAAAA   

 

 );,,(),,(  );,,(),,( 5552355634303915844244 AAAAAAAAAAAA   

 

 ).,,(),,(  );,,(),,( 5350365732311694045255 AAAAAAAAAAAA   

 

 Подмножество S представлено парами троек циклических шестиугольников в 

соответствии с доказательством второй части теоремы о циклических шестиугольниках. 

 Рассмотрим пример построения циклических шестиугольников. 

 

Пусть  
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Рис.10 

 

 Очевидно, прямые Паскаля достаточно определять двумя точками. 

 

 )(AB ; )(MN ; )(XY . Прямые  ,  ,   пересекаются в одной 

точке O. 
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                          
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        N  

 

 

 

 

 

                    

 

              A  
 

                 B  
 

 

 

 

 

 

     O  

 

Рис.11 

 

8. Заключение 

 

 Теперь вернѐмся к Штейнеру, и попробуем понять, почему же им было найдено 

только 20 точек. 

 Якоб Штейнер, безусловно, принадлежал к числу самых ярких геометров своего 

времени. Он поистине был наделѐн божественным даром математической интуиции. 

Практически, являясь самоучкой, Штейнер получил признание математиков лишь в 

зрелом возрасте и всегда очень ревностно относился к приоритету своих 

математических открытий. 

 Руководствуясь в геометрии интуицией и силой своего воображения, Штейнер не 

любил использовать алгебраические средства и методы, и был ярким противником 

алгебраизации геометрии. Коллеги Штейнера, сторонники алгебраических методов, 

получали от него много несправедливой критики в свой адрес, а такой выдающийся 

математик, как Юлиус Плюккер даже вынужден был из-за этого оставить занятия 

геометрией. 

 Одним из главных принципов в математическом творчестве Штейнера был, так 

называемый, критерий красоты: если теория красива – значит она верна, и наоборот. 

 Занимаясь исследованием множества прямых Паскаля, Якоб Штейнер, как нам 

кажется, натолкнулся на тройку циклических шестиугольников из множества S. Доказав  

теорему о циклических шестиугольниках (это наше предположение, и мы думаем, что 

на самом деле это была только вторая часть общей теоремы и доказательство было с 

использованием теоремы Дезарга) и ощутив всю еѐ красоту, Штейнер, видимо, решил, 

1 

2 

3 

4 

5 

6 



©Франц Герман  Теория конкурентных прямых Паскаля 

franz.h-n@yandex.ru   34 

что все возможные интересующие его пересечения прямых Паскаля найдены. Т.к. всѐ 

множество A  шестиугольников было исчерпано и поделено на 20 троек циклических 

шестиугольников. Т.о. у Штейнера могло возникнуть ощущение полноты решаемой 

проблемы. Хотя трудно поверить в то, что Штейнер не заметил почти очевидную 

тройку шестиугольников ),,( 585756 AAA , которая выпадает из его двадцатки. 

 Зная острый ум Штейнера и одновременно его тяжѐлый характер, никто из 

математиков того времени, наверное, и не пытался продолжить исследования, а может 

быть и решили, что данная проблема решена окончательно и больше к ней уже не 

возвращались. 

 Оставшиеся же 60 точек были найдены спустя более чем 20 лет после открытия 

Штейнера и уже после его смерти. 

 В заключение заметим, что каждый из 60-ти шестиугольников из множества A 

присутствует в 4-х тройках и 3-х четвѐрках шестиугольников, прямые Паскаля которых 

пересекаются в одной точке. Отсюда получаем: 

 

     ATT  43

3

4

4

3
, 

 

где 4
T  - множество четвѐрок шестиугольников, прямые Паскаля которых пересекаются 

в одной точке (Приложение 3). 

 

Пример для 2A : 

 

  ),,( 59552 AAA ;  ),,,( 35512 AAAA ; 

  ),,( 4262 AAA ;   ),,,( 2920182 AAAA ; 

  ),,( 3842 AAA ;   ),,,( 3224132 AAAA ; 

  ),,( 48222 AAA . 

 

    Приложение 1 

 

Задача о расположении хорд на окружности 

 

 Пусть на окружности имеем множество из n  точек, взятых произвольным 

образом. 

 

Задача: 

 Сколько существует способов (вариантов) взаимного расположения k хорд на 

данной окружности, не имеющих общих граничных точек (граничные точки хорд 

принадлежат множеству n). 

 

 Очевидно, что 
2

n
k  . 

Решение: 

 Одну хорду на данной окружности можно расположить 2

nC  способом. Тогда k 

хорд, не имеющих общих граничных точек, можно расположить V способами: 
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1

21
VC

k
V n  , 

 

где 1V  - число способов расположения 1k  хорды, среди оставшихся 2n  точек 

окружности. Т.е. 

2

2

21
1

1
VC

k
V n 


  , 

и т. д..  

 В конце концов мы дойдѐм до случая, когда останется разместить одну хорду 

среди оставшихся )1(2  kn  точек. Это можно будет сделать 1kV  способом: 

 
2

)1(21   knk CV . 

 

 Т.о. получаем произведение из k  сомножителей, которое можно записать общей 

формулой: 

     
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
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C
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Пример 1.  4n ,     2k . 
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Рис.12 

 

Пример 2.  5n ,     2k . 

 

15
21

23

21

45

2

1

2

1 2

3

2

5 








 CCV . 

 

 

 

 
Рис.13 
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  Приложение 2 

 

Множество всех шестиугольников A 
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   56A      57A          58A   59A      60A  

 

 

 

 

 

 

 

 

Приложение 3 

 

Точки четвѐртого порядка 

 

 В данном приложении мы покажем все точки, где пересекаются по четыре 

прямые Паскаля. 

 Рассмотрим некоторое подмножество 1K  множества K, состоящее из двух 

элементов: 

       q,q K ji1 , 

 

такое, что стороны iq  и jq  не имеют общих граничных точек. Пусть это будут стороны 

)( 21aaqi  , )( 43aaq j  . 

 

 Возникает  

задача: 

 Сколькими способами можно построить шестиугольники на данной конике так, 

чтобы стороны )( 21aa  и )( 43aa  в каждом из них были бы противоположны.  

 

Противоположными, при последовательном обходе шестиугольника по сторонам, 

являются первая и четвѐртая, вторая и пятая, третья и шестая стороны. 

 

Решение: 

 После того как мы определили две стороны iq  и jq , у нас осталось ещѐ две 

свободные точки 5a  и 6a . Т.е. точку 2a  можно соединить с другими точками только 

двумя способами: либо с точкой 5a , либо с точкой 6a . А каждую из точек 5a  и 6a  

можно также соединить с другими точками только двумя способами: либо с точкой 3a , 

либо с точкой 4a . Получаем четыре шестиугольника, у которых стороны )( 21aa  и 

)( 43aa  противоположны: 

 

   ),,,,,( 643521 aaaaaa ; 

   ),,,,,( 634521 aaaaaa ; 

   ),,,,,( 543621 aaaaaa ; 

   ),,,,,( 534621 aaaaaa . 
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 Не трудно заметить, что если бы мы вели рассуждения не относительно точки 

2a , а относительно любой другой из точек 1a , 3a , 4a , то всѐ равно получили бы те же 

самые четыре шестиугольника. 

 Т.о. точка ))()(( 4321 aaaaO   будет точкой пересечения прямых Паскаля для 

полученных шестиугольников. 

 Выясним, сколько же всего существует таких точек. 

 Ответ на этот вопрос даѐт решение задачи, рассмотренной в Приложении 1. 

 Мы имеем 6 точек на конике, следовательно 6n . Стороны iq  и jq  не имеют 

общих граничных точек, т. е. 2k . По формуле (п1) получаем: 

 

45
2

1 2

6

4

6  CCV  

 

 Т. о., существует 45 точек или 45 четвѐрок шестиугольников, для которых 

прямые Паскаля пересекаются в одной точке. 

 Выписывать все четвѐрки шестиугольников нет нужды, т. к. раньше мы уже 

определили их в общем виде. Обозначим множество всех таких точек через 4
T . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


