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Предлагаются преобразования, отличающиеся от лоренцевских
преобразований отсутствием требования у ' = у; ъ'—z в случае V =
= V ; V = V = 0. Получены также общие преобразования для произ-
вольного V. Естественным языком данного подхода является язык
гиперкомп»ьксных чисел. Обсуждаются некоторые следствия подоб-
ных преобразований в специальной теории относительности. Подчер-
кивается их связь с винтовым исчислением, с поляризационными и
спиновыми свойствами движущихся с релятивистскими скоростями
объектов. Приводится матричная формулировка этих преобразований.

1 Институт атомной энергии им. И. В. Курчатова, 1985



Среди преобразований, задаваемых в кватернионной форме, наи-

более общими считаются преобразования вида [1]

(1)

где q = q u e u - qo^o + Q i e i + Ч2е2 + Рзез и Р~ Рпеи' еи ~ к в а т е Р '
нионные единицы со свойствами:

e j e 2 e 3 • г\ = е2 = е 3 = — 1; е 0 = е 0 = 1,

ар— сопряженный кватернион: р~= р0 — Р^е^ = Ро ~ Р^> г Д е опуще-

но е<> и введены векторные обозначения.

В общем случае подобные преобразования задают поворот на

некоторый угол в вокруг единичного вектора п, возникающего из

тригонометрической формы нормированного кватерниона

р = cos ~ + nsin - = ехр(п - }; р = е х р ( - п - ). ^'
2 2 2 2

Переход к обычным лоренцевским преобразованиям осущест-

вляется заменой 0 -Н0, Однако для получения квадратичной формы

специальной теории относительности следует заменить кватернионные

единицы на единицы гипердвойных чисел [21 со следующими свой-

ствами:

е? = el = е| = eg = 1; e je 2 e 3 = ± i , е„ = 1. (3)

Тогда

Кватернионы сразу нашли применение в физике, начиная с се-

редины прошлого века, после их введения Гамильтоном и до сегод-

няшних дней. Однако векторный и тензорный аппарат постепенно их

вытеснил из физики. Сейчас наблюдается новый подъем в использо-

вании кватернионов в различных ее разделах. Применению кватернио-

нов в теории относительности посвящен обзор [ 3 ] . На их основе

сейчас рассматриваются как досветовые, так и сверхсветовые преоб-



разования, описывающие тахионы [4] . Существует обширная литера-
тура по применению кватернионов в квантовой механике, электро-
динамике (запись в кватернионной форме уравнений Максвелла),
современной теории элементарных частиц.

Как отмечается в [5, 6 ] , кроме преобразований (1) возможны
также преобразования вида

q'=pq, (5)

причем q' = q-p и q'q' = qppq = qq, если принять рр = 1.
Обычно на этих преобразованиях подробно не останавливаются,

так как они считаются менее общими, чем (1). Но именно эти преоб-
разования содержат много интересных возможностей и, в частности,
по-иному позволяют взглянуть на всю современную физику.

Рассмотрим подробнее преобразования (5). Пусть р = А . е и
q = х е , е — гипердвойные единицы (3). По-прежнему их будем
называть кватернионными. Перемножая р на q и отделяя скалярную
часть от векторной, получим вместо (5)

X' = A0X + A X 0 ± i [ A , X ] ,
(о)

Х Ь = А 0 Х 0 + А Х .

Два знака перед векторным произведением в (6) соответствуют двум
независимым наборам единиц (3).

Если теперь представить А„ в виде единичного кватерниона
А - а(1, — V/c), где а = (1 — V 2/c 2)~ , а в качестве четырехвек-
тора X взять X = (ct, 7), то из (5), (6) будем иметь

г* М

-»• -> V i -у -+
r' = a(r - - t c ± - [ r , V]) ,

с с (7)

t' = a ( t - V r > / c 2 ) .

Матричная форма преобразований (7) приведена в приложении 1.
Очевидно, что подобные преобразования пространственно-вре-

менных координат приводят кроме изменения поперечных масшта-
бов еще и к появлению комплексных значений у г'. Обычно так
как наш мир действителен, то считается, что подобные преобразова-
ния неверны, не отвечают реальности.



Рассмотрение комплексных векторов началось уже давно и свя-

зано с такими именами, как Клиффорд, Котельников и Штуди [ 7 ] ,

изучавших винтовое исчисление. Мнимая часть комплексного векто-

ра обычно ассоциируется с определенным моментом [ 8 ] . Это и под-

тверждает (7). Ниже, с помощью перехода к рассмотрению бикватер-

нионов или октонионов, будет дан способ возврата к действительным

преобразованиям. Сейчас же отметим, что преобразования (7) сохра-

няют инвариантной форму

и не требуют обращения к преобразованиям базиса, сохраняют четы-

рехобъем. Среди фундаментальных проверок специальной теории от-

носительности [9, 10] фактически нет проверок равенства попереч-

ных масштабов [ 1 1 ] , существуют лишь интуитивные рассуждения,

да и сами проверки зачастую осуществляются с помощью неинерци

альных систем отсчета. Следуя Пуанкаре, в [12] Тяпкиным отмечает-

ся конвенциальный характер определений длины пространственных и

временных промежутков, сравнения масштабов в разных инерциаль-

ных системах отсчета.

Очевидно, что преобразования (7), затрагивая все четыре коор-

динаты (даже в частном случае V x = V; V y = V z = 0 ) , в еще боль-

шей степени увеличивают конвенциальность подобных определений.

Следует отметить, что преобразования (7) отвечают сразу об-

щему случаю движения инерциальной системы в произвольном направ-

лении, определяемом вектором V. Два знака у векторного произве-

дения в (7) соответствуют переходу в правую или левую систему

координат, а в случае (6) при Х о - 0 и А о = 1 эти преобразования

совпадают с гиротропными преобразованиями.

Рассмотрим теперь движение произвольной точки М по задан-

ной траектории (см. рис.}. Это движение можно охарактеризовать

двумя бесконечно малыми векторами dr и dy?, где | dip] = p5tp.

Обычно вторую характеристику движущейся точки в традиционном

подходе к преобразованиям Лоренца не рассматривают. Однако dip

по сути выполняет ту же роль, что и магнитное поле в электродина-

мике, являясь дополнительной характеристикой, без которой опи-

сание поля будет неполным. Поэтому они должны рассматриваться

совместно, участвуя равноправным образом при преобразованиях Ло-

ренца. б<£ — угол поворота; р — радиус инерции; со = 8<p/dt; dip =



-*• Z = X + iYy. Тогда, отделяя действительные

= pcodt; v= dr/dt — орбитальная скорость; w = d^>/dt = p w — акси-

альная скорость; V — относительная скорость.

Введем бикватернионные преобразования. Для этого совершим

замену в (6):

выражения от мнимых, получим

~* -> V 1 _» +
Y ' = a ( Y - - Y 0 T - [ V f X | ) ;

с с (9)

<о = <*<Х0 - V Х/с» ; Yo = a(Y0 - V Y/c) .

Инвариантами подобных преобразований являются:

-* V 1 -»
Х ' = а ( Х X 0 ± - [ V ,

с с

- "v2 - v2Y" - X(i = invar
(10)

X Y-X 0 Y 0 = invar.

В результате мы избавились от мнимых координат, заменив

их соответственно на аксиальные характеристики. Будем считать, что

X — полярный вектор, Y — аксиальный вектор. Х о — скаляр, a Y,, —

псевдоскаляр. Если теперь вновь вернуться к рассмотрению движе-

ния материальной точки, то X = dr, Х„ = cdt, Y = di/? и Yo = cdr —

аксиальное или псевдоскалярное время. Тогда вместо (9) будем

иметь:
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1 -> -» Г -> _> -^ _ 1 _> .*
-[V, dtz?J); I dy? = aidtp — Vdr + — [V, d r ]);
с J с (11)

dt' = a(dt - Vd"r7c2); [ dr' = a(dr - Vd^/c2).

Из этих преобразований вытекает не только относительность

покоя или движения, то также и относительность поворотов. Из них

следуют правильные выражения нерелятивистского предела (при

V/c < 1) — преобразования Галилея, дополненные преобразования-

ми углов поворота:

6г' = 6г - Vdt; | d(̂ ' = dî  - Vdr ;

I dr'dt' = dt; I dr' = dr .

Из (11) легко могут быть получены формулы преобразования

скоростей. При этом следует учесть, что в общем случае вектор d ^

должен описывать как орбитальные, так и собственные вращения.

Введем обычные соотношения:
— » - • — » • —

-» d г -> d г ' - . di£ -*• dsf'
у = — ; у' = — ; w - — ; w' = — . (13)

dt dt' dt dt'

Здесь вектор d^' имеет размерность длины. Определим псевдоскаляр-

ную величину £ и псевдовектор W:

(14)

Тогда для и' и w ' из (11) будет следовать:

~r v - V ± [V, vv ] _ w - W f [V, у ]
W (15)

1 - V v 1 - V v

где при 7 = w = 0 из (15) получается у' = — V* и w ' = — W, т.е. пере-

ход к обратным преобразованиям по-прежнему осуществляется заме-

ной V -* —V. То же самое следует и из (4), так как сопряженный

кватернион р = a(1 + Ve) является обратным для /> = a(1 — V-i»),

т.е. рр = 1.

Преобразования же (7) приводят к

_ v- V + i[V. ~v]
v' =?-z? . (16)

1 - V i )



По сути эти преобразования являются иной формой тех же
связей, что и (15). Возводя равенство (16) в квадрат, кюжно полу-
чить обычные соотношения для преобразования модуля трехмерной
скорости. Легко показать, что формулы (15) или (16) позволяют
объяснять все классические эффекты специальной теории относитель-
ности: опыт Физо, явление аберрации света, эффект Доплера (если
рассмотреть также преобразования волнового вектора) и т.д.

Выделим основные моменты работы. К преобразованиям (7),
(11), (15), (16) можно подойти, лишь отказавшись от гипотезы о

равенстве поперечных масштабов координат, которая возникла из по-
пыток объяснения эксперимента Майкельсона. Появление комплекс-
ных координат не означает разрыва с действительностью, а является
результатом используемого формализма и выражает необходимость
принципиального привлечения к преобразованиям дополнительных
характеристик, описывающих произвольное движение, таких, как: ра-
диус-вектор и угол поворота, импульс и момент импульса, сила и мо-
мент силы, напряженности электрического поля Е и индукции магнит-
ного поля В и т.д.

Преобразованиям, подобным (9), должны удовлетворять любые
физические характеристики, которые можно (или удобно) скомпо-
новать в соответствующий четырехвектор независимо от их приро-
ды — классической или квантовой.

Кватернионный подход не требует преобразования базиса, что
облегчает переход к произвольным, в частности, криволинейным ко-
ординатам. Формулы (7), (11) можно воспринимать не только как
переход от одной инерциальной системы отсчета к другой, но и как
переход от одной пространственно-временной точки к другой точке
в той же системе отсчета. Поэтому инфинитезимальная форма этих
преобразований будет представлять соответствующие дифференциаль-
ные уравнения для входящих в них величин.

Наличие двух знаков перед векторным произзедением во всех
формулах ассоциируется с существованием правого и левого винта,
правой и левой круговой поляризации и фактически отражает спи-
новые свойства у объектов любой природы, которые проявляются
сугубо лишь в г лятивистском случае [см. (12)].

В свою очередь, преобразования типа (1) соответствуют преоб-
разованию спиноров. На кватернионном языке эти преобразования
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приводят к образованию симметричных тензоров наподобие тензора

натяжений, деформаций или энергии-импульса (приложение 2 } .

Кватернион-октонионный формализм позволяет рассматривать

также переходы во вращающуюся систему отсчета. Для этого следует
—> —^

заменить действительный параметр V в (9) на мнимый i£2 соответ-

ственно угловой скорости вращающейся системы. Этим самым будет

осуществляться переход от псевдоевклидова пространства в четырех-

мерное евклидово пространство. В результате равномерное вращение

можно будет рассматривать как независимый случай инерциального

движения.

В заключение отметим, что комплексно-векторную параметри-

зацию группы Лоренца ввел Федоров Ф.И. [ 1 3 ] . Она также основа-

на на объединении трехмерных перемещений и поворотов. Закон ком-

позиции вектор-параметра в [13] совпадает с формулами (16). Одна-

ко эгот параметр сложно связан с относительной скоростью инерци-

альных систем отсчета. Это было вызвано стремлением не изменять

традиционный вид преобразований Лоренца, вводя этот прием чисто

формально.

П Р И Л О Ж Е Н И Е 1

Рассмотрим матричную реализацию гипердвойных единиц. Не-

трудно убедиться, что двум независимым наборам единиц со свой-

ствами (3) могут отвечать лишь четырехмерные гамма-матрицы Ди-

рака в майорановском представлении:

7 i

7i =

/о О 0 1 ^

0 0 - 1 0

0 1 0 0

[-1 0 0 О/

72 =

/ 0 0 1 0

0 0 0 1

- 1 0 0 0

\о -1 о о

/о о -1 о\
0 0 0 1

1 0 0 0

\0 -1 0 0/

; 7з =

7з =

/О -1 О

1 0 0 0

0 0 0 1

\0 0 -1 О)

л/о 1 о d
- 1 0 0 0

0 0 0 1

\0 0 -1 0/

Л.1)

(П.2)

р



/1

О

0 0 0

1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 V

(П.2)

В традиционной форме записи они удовлетворяют обычным
соотношениям

n = 5 m n ' " i (П.З)

Здесь 5 m n — символ Кронекера; emn£ — антисимметричная матрица
с €i2 3 ~ 1- Кроме этого, сами матрицы 7 т

 и 7^ коммутируют меж-
ду собой для любых т и п :

В [14] аналогичные матрицы названы кватернионами правого
и левого представления. Матрицы у и у' связаны между собой
посредством метрического тензора плоского пространства-времени т?
или операторов пространственной Р или временной Т инверсии:

где
г'-1 0 0 о \

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 1

Тогда матрица лоренцевского преобразования примет вид:

Л+ = 7 и = и4 + 7 u ; Л~ = у u = ua + 7U .

= a (We. 1) и м = 1, 2, 3. 4, а а = (1 - \/2/c2)'Ul

где „

В развернутой форме матрицу Л + можно представить:
- i V , iVy iVx\

1 - iVv iV.iV.
л + = - / l x " v

с I - iVw iVv 1 iV

^ - i V x - i V - i V z

' /
Обратным преобразованиям будет соответствовать матрица:

( Л + ) - ' = u 4 - 7 u ; ( Л " ) - 1 - и 4 - 7 ' ^ ,

<П.5)

(П.6)

(П.7)

(П.8)
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т.е. обычная замена V -* —V, как и отмечалось ранее. В результате
преобразования Лоренца, совпадающие с (6), (7), принимают вид

—V

причем Х„ = (X, iX0) и для удобства здесь принято соглашение —
лишь для параметра и д считать и 4 действительной величиной, рав-
ной а. Для остальных четырехвекторов Х4 = 'Хо — чисто мнимая
величина.

Переход к преобразованиям (9) осуществляется такой же заме-
ной, т.е. Х^ -*• Z^ = Х^ + iY^.

В инвариантности преобразований (П.9) можно убедиться их
непосредственной подстановкой в интервал (8). Легко получить так-
же ко- и контрвариантную формы преобразований (П.9). Так,

Л = им7м = и0 - 7 и ; Л = и^7м = и 0 + 7 и",

причем как обычно

и 0 = u°; u k = - u k ; у0 = у0 = |; 7 к = - 7 к ,

к =1,2, 3 ; ц = 0. 1.2,3.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Рассмотрим в развернутом виде преобразования (1). Пусть
q = Хо + Хё* и р = Ао + Х-е". тогда преобразования q' = pqp при-
нимают вид:

X', = (Aj + Ai + А! - Al)Xj - 2(А, А2 + !АоА3)Х2 - 2(Aj A3 - iA 0 A 2 )X 3 ,

Х2 = - 2 ( A , A 2 - i A o A 3 ) X i +(A§ + A ? + A l - A l ) X 2 - 2 ( A 2 A 3 + iA 0 A,)X 3 ,

Х3 = - 2(Aj А3 - 1А0А2)Х! - 2(А2 А3 - iAoА,)Х2 + (А§ + А? + А\ - А|)Х3

или

где

11



и ju, v = 0, 1, 2, 3, а к, j = 1, 2, 3. При Ао

 = 0 тензор а^: с точно-
стью до знака совпадает с традиционными в физике симметричными
тензорами натяжений и т.д.
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